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Résumé

Ce cours explique les concepts de la simulation moléculaire et son utilisation pour I’étude
de la dynamique des macromolécules biologiques, telle qu’elle est étudiée par diffusion de
neutrons. La complémentarité des deux techniques permet de comprendre des détails de
la dynamique d’un systeme moléculaire complexe qui sont inaccessibles aux expériences
seules. On peut ainsi mieux interpréter les données expérimentales et également développer
des modeles physiques qui donnent une vue cohérente des observations. Ce dernier point
est illustré par une étude du lysozyme en solution. En utilisant des méthodes provenant du
traitement numérique du signal, on peut extraire des spectres de temps de relaxation qui
illustrent que la dynamique des protéines est caractérisée par des processus de relaxation
multi-échelles.

1 INTRODUCTION

Il est maintenant un fait accepté que la flexibilité et la dynamique d’une protéine jouent un
role aussi important pour son fonctionnement que sa structure. En utilisant la spectroscopie de
fluorescence sur une molécule isolée on peut aujourd’hui méme suivre une réaction enzymatique
en temps réel [1]. La combinaison de la spectroscopie de fluorescence sur une molécule isolée avec
un transfert d’électron photo-induit permet de suivre la dynamique d’une protéine sur une vaste
échelle de temps [2]. Ces expériences confirment la présence d’un gamme trés large de temps de
relaxation qui peuvent atteindre une milli-seconde, voire une seconde. Nous montrerons dans ce
cours que les modeles théoriques pour ces observations (voir par exemple [3]) peuvent aussi étre
appliqués afin de décrire la dynamique d’une protéine a 1’échelle de la nano-seconde, tel qu’elle
est vue par diffusion de neutrons et simulation de dynamique moléculaire (MD = Molecular
Dynamics). D’abord sera donné une introduction a la technique de simulation MD, ainsi qu’une
description du calcul de certaines observables qui sont accessibles par diffusion de neutrons.
La combinaison de ces deux méthodes complémentaires est une approche performante pour
I’étude de la dynamique et de la structure d’un systeme moléculaire a I’échelle atomique. Les
simulations MD ne permettent pas seulement d’étudier une systéme moléculaire aux mémes
échelles spatiales et temporelles que la diffusion de neutrons thermiques (environ 1 A -1004,
0.1 ps — 10ms), mais les deux méthodes suivent également la dynamique des mémes objets, qui
sont les noyaux des atomes dans le systeme étudié.
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2 SIMULATION DE DYNAMIQUE MOLECULAIRE

2.1 Le principe

Dans une simulation de dynamique moléculaire chaque atome est représenté par une masse
ponctuelle qui interagit avec tous les autres atomes dans le systeme par un potentiel effectif. On
suppose que la dynamique des atomes peut étre décrite par les lois de la dynamique classique.
Dans ce cas la dynamique du systeme est décrite par les équations de Newton,

maRo = Fyg, a=1,...,N (2.1)

Ici m,, est la masse de 'atome a, F, est la force totale sur cet atome et N est le nombre
d’atomes. Dans le cadre d’une simulation MD la force sur chaque atome dérive d’'un potentiel :

~ OU(R4,...,Ry)
F, = R (2.2)

Le potentiel U dépend a priori des positions Ry, ..., Ry de tous les NV atomes du systeme. Au
cours des 20 dernieres années plusieurs modeles pour U ont été développés pour la simulation
des macromolécules biologiques. La forme générale est toujours similaire [4-7], et on donne
ci-dessous la forme du champ de force AMBER94 [7] :
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On distingue deux groupes de termes : les interactions liées qui sont dues aux liaisons covalentes
dans la molécule et les interactions non-lices qui décrivent la répulsion entre atomes proches,
les interactions entres deux atomes dues aux dipoles mutuellement induits, et les interactions
coulombiennes.

Afin d’obtenir un schéma numérique pour U'intégration des équations de Newton, la vitesse

et I'accélération de 'atome « sont souvent approchées en utilisant les différences centrées :
R, ~ Ra(n—I—l)—Ra(n—l), (2.4)

2At

Ro(n+1)—2R,(n) + Ro(n—1)
At? '

R, =~ (2.5)

Avec (2.5) les equations de Newton prennent la forme

_ A?9U(R4,...,Ry)

2.
Me OR,, (2:6)

Ro(n+1)=2R,(n) —Ra(n—1)
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Fig. 1. A gauche : Appliquation de conditions périodiques dans une simulation MD. Le cercle illustre
le principe de la convention M.I. (minimum image). A droite : Boite de simulation pour une protéine
en solution et indication des images périodiques. Le solvant n’est pas montré.

Ici At est le pas d’intégration qui est typiquement de I'ordre d'une femtoseconde (10717 s).
On remarque que R, (n) = R, (nAt) est la position de 'atome a & t = nAt. L’équation (2.6)
est effectivement un schéma itératif pour la solution numérique des équations de Newton.
Afin d’obtenir les nouvelles positions R, (n 4+ 1) on calcule d’abord les forces F, = — 66;{]&
qui dépendent des positions & ¢ = nAt et propage la solution selon (2.6). Cette procédure
est répétée autant que nécessaire afin d’obtenir une trajectoire de la longueur 7' souhaitée.
L’algorithme (2.6) est connu sous le nom “algorithme de Verlet” [8,9], et malgré sa simplicité
il est toujours ’algorithme le plus utilisé pour les simulations MD. Son avantage principal
est qu’il est stable, car il ne génere pratiquement pas des erreurs systématiques si At reste
suffisamment petit. De ce point de vue il est supérieur a d’autres algorithmes beaucoup plus

sophistiqués, comme les méthodes du type prédicteur-correcteur [10].

2.2 Conditions périodiques

Comme un systeme simulé ne contient qu’une fraction infinitésimale d’'un vrai systeme
macroscopique — typiquement 10® & 10° atomes devant ~ 1023 atomes — on doit appliquer
des conditions périodiques afin de limiter des effets de borne. La figure 1 montre le principe
des conditions périodiques. Tout atome qui quitte la boite de simulation d’un coté rentre du
coté opposé. Il est évident que la densité moyenne d’un systéme moléculaire est conservée de
cette maniere et on ne simule pas une goutte infinitésimale d’un vrai systeme dans laquelle la
tension de surface domine les mouvements des atomes a Uintérieur. Afin d’éviter des sauts de
I’énergie potentielle au moment ol un partenaire dans une interaction entre deux atomes « et
[ traverse une surface de la boite de simulation, on applique le principe de “I'image minimale”
(M.I. = minimum image). Au lieu d’utiliser les coordonnées de I'atome 3 dans le calcul de la
force d’interaction, on utilise celles de I'image 3’ la plus proche, y compris 8’ = 3. Supposons



Pri-4 JOURNAL DE PHYSIQUE IV

que la boite de simulation est cubique de longueur L. Dans ce cas on construit

acflﬁ = min(zq — g, — 23 + L, 2o — x5 — L),
y;ﬁ = min(yaiyﬁvya*yﬁjLLvya7y[57L)7
z’aﬁ = min(zq — 28,20 — 28 + L, 20 — 23 — L),

et on utilise la distance

2 2 2
pour le calcul des forces d’interactions. La convention M.I. ne peut étre utilisée que pour les
forces & courte portée, comme les forces du type Lennard-Jones (voir expression (2.3)) :

Ups(Ri,...,Ry) = azﬁzxeaﬁ ({“ﬁ] o [‘”ﬂ}(s) . (2.7)

Tap Tap

Afin de limiter le calcul des forces a courte portée a un strict minimum on utilise dans la
plupart des cas un rayon de coupure 7. < L/2, ne tenant compte que des interactions pour
lesquelles o5 < 7.

Les forces coulombiennes qui décroissent o 7~“ ne peuvent pas étre calculées de la maniere
décrite ci-dessus, parce qu’on ne peut pas négliger leurs contributions si r atteint les dimensions
de la boite de simulation — typiquement 5 & 10 nm. Comme on considére un pseudo-cristal a
cause des conditions périodiques qui sont appliquées dans une simulation MD on peut utiliser
la sommation Ewald pour calculer I’énergie et les forces électrostatiques [9]. P. Ewald avait
proposé cette méthode dans sa these de 1921 afin de calculer 'énergie électrostatique d’un
cristal. En appliquant la sommation Ewald on doit étre conscient que la boite de simulation
n’est pas la maille d’un vrai cristal. Toute inhomogénéité dans la distribution de charges est
amplifiée par la répétition périodique de la boite de simulation. En revanche, si la distribution
de charges est plutot homogene on peut utiliser une variante simplifiée de la sommation Ewald
qui est basée sur le fait que les interactions électrostatiques sont effectivement écrantées dans
ce cas [11].

2

2.3 Ensemble microcanonique

Du point de vue thermodynamique un systeme moléculaire qui est simulé par la dynamique
moléculaire classique est un ensemble microcanonique, aussi appelé ensemble NV E. Ici le
nombre de particules (atomes) N, le volume V' du systeme et I’énergie totale sont constants.
La constance de I’énergie vient du fait que les forces dérivent d’un potentiel. Il suit d’abord
des équations de Newton que

N ..
> Ra-(maRa —Fg) =0.
a=1
Comme F, est le gradient négatif du potentiel U, on a
N N
. . ou du
Ry -Fo=-— Ry ——=——.
2 P T

En introduisant I’énergie totale du systeme,

N
1 .
E=)" §maR§ +U(Ry4,...,Ry) (2.8)
a=1
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on obtient alors

dE

T 0 = FE =cste. (2.9)

La relation entre la mécanique classique, qui décrit un systéme au niveau microscopique,
et la thermodynamique, qui décrit un systéeme au niveau macroscopique, est le sujet de la
mécanique statistique [12—-14]. Ici on part de la fonction de Hamilton, ou tout court [’hamilto-
nien, qui est défini par

"= E:

ou {P,} est la quantités du mouvement de I'atome «,

.., Ry) (2.10)

P, = m.Ra.. (2.11)

L’hamiltonien décrit la dynamique d’un systeme dans l’espace de phases 6 N-dimensionnel, qui
est engendré par les positions R, et les quantités du mouvement associées P, (o =1,..., N).
Les équations de Hamilton ont la forme symétrique

: OH
. OH
Pa — _ﬁ. (2.13)

Avec la forme (2.10) pour ’hamiltonien on obtient alors

R, = —2, (2.14)
P, = F.. (2.15)

On reconnait facilement 1’équivalence avec les équations de Newton et également que H = F
dans un ensemble microcanonique.

La valeur moyenne thermodynamique d’une variable A est définie comme moyenne sur
lespace de phases. On utilisere la définition I' = (Py,...,Px;Rq,...,Ry) pour un point
dans l'espace de phases afin de garder une notation compacte. Avec ceci la moyenne d'une
variable dynamique A est donnée par

<m:Aﬂ%@mn (2.16)

Ici f(T') est la fonction de distribution dans l'espace de phases qui a la forme suivante pour un
ensemble microcanonique :

S(H(T) — E)
[ dUS(H(T) - E)

fvve) = (2.17)

La distribution de Dirac §(H(T") — E) décrit la contrainte H(I') = E qui restreint les points
accessibles dans l’espace de phase & une sphére (6 N —1)-dimensionnelle. Sur cette sphére aucun
point n’est privilégié par rapport a un autre. Les propriétés essentielles de la distribution de
Dirac sont listées dans I'annexe.
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2.4 Ensembles thermodynamiques non-standard

L’ensemble microcanonique ne correspond pas aux conditions physiologiques des macro-
molécules in vivo. Ces conditions sont caractérisées par une température et une pression
constante et donc par ’ensemble NpT'. Il faut préciser que ni la température microscopique,

N
Lpy

T(t) =
() 3NkBa:1ma7

(2.18)

ni la pression microscopique,

p(t)=${zz—z—zRa-Fa} (2.19)

sont constantes dans cet ensemble, mais leur valeurs moyennes qui correspondent aux pa-
rametres macroscopiques de I’ensemble. Ici kp est la constante de Boltzmann '. On note que
la distribution d’équilibre de I’ensemble NpT a la forme

fooo dE fooo dV exp (=B[E + pV]) 6(H(T; V) — E)
fnpr(T) = e B (2.20)
Jrdl [ dE [;7dV exp (—B[E + pV]) 6(H(T; V) — E)
ot B = (kgT)~!. Afin de simuler la dynamique d'un systéme mécanique dans l’ensemble

NpT, Andersen and Nosé ont introduit le principe du systeme étendu [15-17]. On considere la
dynamique d’un systéeme composé du systeme physique auquel on ajoute des degrés de liberté
supplémentaires qui représentent, respectivement, un thermostat et un barostat. Ces variables
dynamiques supplémentaires agissent comme variables d’échelle qui modifient les vitesses et les
positions du systeme physique, tel que le systéeme physique suit une dynamique dans I’ensemble
souhaité. Les équations du mouvement pour I'ensemble NpT ont la forme suivante (comparer
égs. (2.14) et (2.15)) :

. |4 P,
Ra o1 Ra ) 221
3V + M, ( )
: 1%
P, = F,—-—P,—(P,, 2.22
o Pa—¢ (2.22)
: pPv
V = — 2.23
T (223)
1 [&Lp2 &
pv W{;m—a;Ra'Fa}pg’va (2-24)
N
; 1 P2 3
— m_— — (BN + 1D)kpT 5. 2.25
¢ Ws{;ma+2Wv (BN + ks (2.25)

Ici Wg et Wy sont des pseudo-masses qui décrivent, respectivement, I'inertie du thermostat
et du barostat. Elles déterminent la vitesse de réaction du systéme a une dérive des valeurs
instantanées de la température et de la pression des valeurs macroscopiques imposées.

lkp =1.38110723J/K
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Fig. 2. Le lysozyme représenté par les liaisons covalentes (a gauche) et sous forme d’un “cartoon” qui
montre les hélices et les feuillets beta comme éléments de structure secondaire (& doite).

3 ANALYSE SIMPLE DE SIMULATIONS

Dans la suite seront présentées quelques méthodes pour 'analyse d’une trajectoire générée
par simulation MD. Il s’agit de méthodes classiques qui sont implémentées dans le code nMol-
dyn [18].

3.1 Fonction de corrélation des vitesses et son spectre de Fourier

Afin d’obtenir une premiere impression de la dynamique d’un systeme moléculaire, on
calcule la fonction d’autocorrélation des vitesses (FACV) et son spectre de Fourier. La derniere
quantité est souvent appelée densité d’états (density of states = DOS). Dans un systéme
contenant plusieurs types d’atomes on calcule une moyenne sur les N atomes du systeme.
Souvent on applique un schéma de pondération ou chaque atome « obtient un poids w,, suivant

ez . s N 2 . . .
sa masse ou une autre propriété physique. Avec la condition ) _; w, = N on définit ainsi la
FACYV pour un systeme isotrope par

N
unlt) = 51 3 wava(0) - va(h) (3.1)

ol Vo = (Va,z, Vary» Var,z) CONtient les coordonnées cartésiennes de la vitesse de 'atome o
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Le symbole (...) indique ici une moyenne sur le temps. Pour deux variables dynamiques A
et B on définit la moyenne de A et la fonction de corrélation de A et B par

T/2
At) = Jim [ A ) (3.2)
T/2
(A(t)Blto)) = TIEI;O%/T/QCZTA(T—i—tl)B(T—i—tO). (3.3)

Afin d’établir une relation avec la mécanique statistique, on suppose que la moyenne sur tg
est équivalente a une moyenne sur un ensemble dans 'espace de phases. Ici chaque point I’
définit une condition initiale, I' = T'(¢y), pour une trajectoire I'(t) qui évolue pendant un
temps t = t; — tg. La pondération de chacun de ces points est déterminée par une densité
de probabilité comme fyyg(I') ou fapr(T'). Une fonction de corrélation entre deux variables
dynamiques est définie par

(A(t)B(10) = [ dP(to) ST () BT (1) AT (1) (3.4)
Si le systeme étudié est dans I’équilibre, la moyenne (A(to)) ne dépend pas de to et (A(t1)B(to))
ne dépend que de la différence t = t; — tyg. On note que ’équivalence d’une moyenne sur le
temps et une moyenne sur I’ensemble est en générale une hypothese qui ne peut étre prouvée
que pour tres peu de systemes. Ce point est entre autres discuté dans la derniére monographie
de W. Hoover [19].

Numériquement la FACV pour chaque atome peut étre estimée par

(v(0) - v(m)) ~

v(k) - v(k+m), (3.5)

1 Ny—m—1
Nt —m Z
k=0

partant d’une trajectoire discrete, v(n) = v(nAt). Ici At est la distance temporelle entre deux
configurations consécutives dans la trajectoire et IVy est le nombre de configurations dans une
trajectoire. Le calcul direct des FACV des atomes individuels selon (3.5) n’est pas efficace.
L’efficacité peut étre considérablement augmentée en utilisant la transformation de Fourier
rapide (Fast Fourier Transform=FFT) [20]. En réalité on peut obtenir un facteur 1000 de
cette maniere.

Le spectre de Fourier de la FACV est une quantité spectroscopique qui et accessible par
diffusion inélastique de neutrons [21]. On écrit

Gov(w) = /OOO dt cos(wt)cyy (t) |, (3.6)

oll on note que ¢y, (t) est symétrique pour un systéme dans 1’équilibre. Numériquement on
obtient g,,(w) par FFT de la FACV discrete, en appliquant préalablement une fenétre pour le
lissage nécessaire du spectre [22],

Ny¢—1

OIS 1)exp (_2m~ (;—;i)) w(m) ey, (m). (3.7)

m=—(N¢—

La fenétre w(t) peut avoir différentes formes, en fonction des propriétés du spectre sou-
haitées [23]. On remarque que ¢y,(n) = guo(RAw), ot Aw = 7/(NAt). La partie gauche
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Fig. 3. A gauche : DOS simulée pour les atomes d’hydrogene et les atomes d’oxygene dans 'eau a
température et pression ambiantes. Le systeme simulé consiste de 256 molécules d’eau dans une boite
cubique. A droite : DOS moyennée sur tous les atomes d’une molécule de lysozyme en solution. La
pondération de chaque atome est suivant la section efficace pour la diffusion incohérente de neutrons.

de la figure 3 montre la DOS séparément pour les atomes d’hydrogene et les atomes d’oxygene
dans une boite de simulation de 256 molécules d’eau en totale. La dynamique a été simulée
& température et pression ambiante, en utilisant le potentiel SPCE [24]. La DOS des atomes
d’hydrogene est dominée par une bande large autour de 15 T'Hz qui est due aux librations
des molécules d’eau (1THz = 102 Hz). On remarque que la position de I'oxygene coincide
pratiquement avec le centre de masse d’une molécule d’eau, et pour cette raison la bande de
libration est absente dans la DOS de 'oxygene. La partie droite de la figure 3 montre la DOS
pour une molécule de lysozyme en solution. La structure de cette protéine est montrée dans la
fig. 2. Chaque atome a été pondéré suivant sa section efficace pour la diffusion incohérente de
neutrons. On remarque que o;,. = 4wb?, . pour un atome fixe [21]. Pour cette raison on ne tient
pratiquement compte que des atomes d’hydrogene (voir tableau 1). Les hautes fréquences entre
80 et 100 T'H z correspondent aux vibrations des liaisons impliquant un atome d’hydrogene. En
descendant vers les basses fréquences on obtient d’abord, respectivement, les contributions des
vibrations des liaisons entre des atomes lourds, les vibrations d’angles de liaison, et les mouve-
ments de torsion. En descendant encore plus bas en fréquence un voit des mouvements collectifs
impliquant un nombre croissant d’atomes. Cette partie du spectre est montré dans dans l'insert
de la figure 3. On remarque la DOS est tres similaire pour différentes protéines d’'une taille
comparable [25], et uniquement les mouvements de tres basse fréquence sont spécifiques & une
protéine [26].

3.2 Déplacement carré moyen

Une quantité dynamique qui donne acces aux amplitudes des mouvements d’une particule
est le déplacement carré moyen (DCM). Dans un systéme contenant différents types d’atomes
on définit

W(t) = 3w ([Ra(t) ~ Ro(0))%) (3.5)
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Fig. 4. A gauche : DCM simulé pour 'eau a température et pression ambiantes. Le systéme simulé

consiste de 256 molécules d’eau dans une boite cubique. A droite : La méme quantité pour une

molécule de lysozyme en solution.

ol w, est le poids de 'atome « et R, (t) sa position en fonction du temps. Le DCM pour un
atome individuel peut étre estimé par

1 Ni—m—1

([R(m) —R(0)]*) ~ N _m > R(k+m) —R(k)]. (3.9)
k=0

Comme pour les fonctions de corrélation, on peut utiliser la transformation de Fourier rapide,
afin d’accélérer le calcul des DCM [27].

La partie gauche de figure 4 montre un DCM simulé pour l'eau, ou chaque atome a été
pondéré suivant sa section efficace pour la diffusion incohérente de neutrons. Le systéeme simulé
est le méme qui celui qui a été utilisé pour le calcul de la DOS montrée dans la figure 3. On
voit que le DCM s’approche d’une droite pour ¢ > 0.5 ps dont la pente définit le coefficient de
diffusion :

(W(t)~6Dt,  t—oc (3.10)

La croissance linéaire du DCM avec le temps est caractéristique pour la dynamique d’une
particule brownienne [14, 28] qui diffuse sans 'influence d’une force externe. On peut établir
une relation entre la constante de diffusion et la FACV, partant de l'identité [29]

W(t) = 6/0 dr(t — 7)cyy (T) (3.11)

Avec (3.10) on trouve que

D— /0 "t con(t) = guu(0) (3.12)

Le comportement du DCM est tres différent si I'on considere une particule dont le mouve-
ment est limité dans I’espace, comme ceci est le cas pour un atome dans une protéine dont les
mouvements globaux sont bloqués. Une réalisation physique est une protéine dans une poudre
hydratée. Dans le cas d’'un mouvement confiné le DCM s’approche d’un plateau dans la limite
t — oo. La partie droite de la figure 4 montre le DCM pour les mouvements internes dune
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Element ‘ H D C O N S
beoh —3.741 6.674 6.648 5.805 9.300 2.847
bine 25.217 4.022  0.285 0.000 2.241 0.188

Tab. 1. Longueurs de diffusion de quelques éléments en fm (107*° m).

molécule de lysozyme en solution. Avant de stocker les configurations, la translation et la rota-
tion globale de la protéine ont été soustraites par superposition optimale avec la configuration
de départ [30]. Les poids des atomes sont les mémes que dans la DOS montré dans la figure 3
(partie droite). La trajectoire simulée a une longueur d’une nanoseconde (1ns = 107%s). On
voit que le DCM n’atteint pas encore un plateau en 400 ps. Ce comportement indique qu’ils
existent des processus de relaxation tres lents dans les protéines qui ne peuvent pas étre décrits
a ’échelle de la ns.

On note ici qu’il existe une relation étroite entre le DCM et la DOS. 1l suit de la rela-
tion (3.11) que

12 [*° 1 — coswt
Wi == [ a5y, ) (3.13)

™

Cette relation montre bien que le DCM est essentiellement déterminé par les contributions de
guw(w) & basses fréquences [31].

3.3 Fonctions de diffusion intermédiaires et facteurs de structure dynamiques

La quantité essentielle qui est obtenue par une expérience de diffusion de neutrons est le
facteur de structure dynamique [21,32]. Il peut étre divisé en une partie cohérente et une partie
incohérente,

|S(q,0) = Seon(a,©) + Sinela, )| (3.14)

qui sont chacune la transformée de Fourier d’une fonction de corrélation dans le temps,

1 e .
Scoh/inc(Qa W) = % / dt exp(ith)Icoh/inc(Qa t) (315)

Ici Zeon(q,t) est la fonction intermédiaire de diffusion cohérente

Zeon(q,t) Z ba.coh ba,con(exp(—iq - Ra(0)) exp(iq - Ra(t))) (3.16)
o,

et Zinc(q,t) est la fonction intermédiaire de diffusion incohérente,

Tinc(a,t Zba inc{exp(—iq - Ra(0)) exp(iq - Ra(1))) (3.17)

Les quantités by con et bq.ine sont, respectivement, la longueur de diffusion cohérente et in-
cohérente de I'atome «. Le tableau 1 donne quelques valeurs typiques. Souvent les fonctions
intermédiaires de diffusion sont normalisées, tel que

Iinc(qv 0) =
lim Z.op (q, t)
q— 00

(3.18)
(3.19)

—_ =
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Ceci revient a redéfinir

boz inc
ba,inc —_— (320)
\/ % Za bi,inc
ba ,coh
bo,coh — —. (3.21)

\/ N Za «,coh

On note que cette définition est utilisée dans [18].

La diffusion incohérente donne acces aux corrélations dans les mouvements d’atomes in-
dividuels, tandis que la diffusion cohérente permet d’étudier des mouvements collectifs. La
pondération respective des contributions cohérentes et incohérentes est déterminée par les
longueurs de diffusion by inc €t ba,con. Le tableau 1 montre que la diffusion incohérente de I'hy-
drogene domine tout autre processus de diffusion incohérente et cohérente. Pour cette raison le
remplacement H — D est utilisé afin d’établir un contraste entre les composantes d’un systeme
dont on souhaite étudier la dynamique et le reste. Ceci concerne 'approche expérimentale.
L’avantage d’'une approche combinée de simulation moléculaire et diffusion de neutrons est la
facilité d’étudier par analyse d’une trajectoire simulée toute contribution d’un type de mou-
vement ou d’un groupe d’atomes au spectre total. Une étude de la diffusion quasiélastique de
la myoglobine illustre cet aspect [33]. Cette protéine — comme d’autres — subit une transition
dynamique autour d’une température de 200 K environ [34]. En dessous de cette température
la dynamique d’une protéine est caractérisée par des vibrations de sa structure autour d’un mi-
nimum de ’énergie potentielle. En passant a des températures au dessus de 200 K on observe
par diffusion de neutrons I'apparition d’une ligne quasiélastique qui indique la présence des
mouvements diffusifs. Le but de I’étude [33] était de trouver le type de mouvement associé a
ces mouvements diffusifs. Nous avons pu montrer que la diffusion quasiélastique d’une protéine
est essentiellement due aux mouvements des chaines latérales, vues comme corps rigides. La
fig. 2 (partie gauche) montre un spectre quasiélastique d’une poudre hydratée de la myoglo-
bine [34] et le spectre simulé correspondant. La comparaison n’est pas directe sur toute la
gamme des fréquences, car des contributions inélastiques estimées ont été enlevées des spectres
expérimentales. Dans la partie quasiélastique du spectre (entre 0 et 0.2meV environ) I'accord
entre le spectre simulé et les données expérimentales est tres bon et on ne voit aucune différence
entre le spectre total simulé est la contribution des chaines latérales rigides. On peut faire le
méme constat pour la diffusion élastique qui est représentée par I'EISF (voir section 3.5) qui
est montré dans la partie droite de la fig. 2.

3.4 Approximation gaussienne

La fonction de diffusion intermédiaire incohérente peut étre présentée sous forme d’un
développement en cumulants [29, 35]

IZ’nC q) Z ba inc eXp pa-,l(t) + q4pa72(t) :F . ) ) (322)

ou ¢ = |q|. Les deux premiers cumulants p, j(t) sont donnés par

pat) = Z(da(ting)), (3.23)

Poz,2(t) = [(di(t;nq» - 3<di(t?nq)>2} . (3-24)

et el
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Fig. 5. A gauche : Squelette de la mysoglobine. A droite : 31 chaines latérales sélectionnées.

ol do(t;ng) est la projection du déplacement

d.(t) = Ra(t) — Ra(0) (3.25)
sur le vecteur d'unité n, = q/|q|,

do(t;ng) =ng - da(2). (3.26)

En négligeant tous les cumulants p, 1 (t) pour k£ > 1 on obtient 'approximation gaussienne de
la fonction intermédiaire de diffusion,

Iznc (q’ Z ba inc eXp( q Pa,1 (t)) (327)

qui est entierement définie par les DCM des atomes. Dans un systeme isotrope, ou toutes les
directions sont équivalentes, ceci devient

2
Tinc(a:t) = + Z b2 ine €XD < qG Wa(t)> (3.28)

On remarque que la forme gaussienne de Z;,.(q,t) est exacte pour un certain nombre de
modeles, comme le gaz parfait, l'oscillateur harmonique et la particule brownienne libre [29].
Les deux dernieres modeles seront discutés dans la section suivante. La figure 7 montre 1'ap-
proximation gaussienne pour la fonction intermédiaire incohérente des atomes d’hydrogene
dans le lysozyme (& gauche) et la quantité correspondante pour les atomes C, du squelette
(a droite). Dans le dernier cas 'approximation est tres bonne et pour les atomes d’hydrogene
elle est toujours bonne. La comparaison confirme les résultats d’une étude de simulation de
la protéine C-phycocyanine qui a montré que la dynamique de cette protéine au niveau des
résidus est bien décrite par un modele d’oscillateurs harmoniques couplés avec friction [36].
Pour ce modele la forme gaussienne de la fonction intermédiaire de diffusion est exacte. Le fait
que 'approximation gaussienne pour les atomes d’hydrogene n’est pas aussi bonne que celle



Pri-14 JOURNAL DE PHYSIQUE IV

10" 1.00

oo N
Ono g V\v\ o
O — V\\\D o
@ 10 v "o
= vy N\ O
5 Vv R\ a
- —~ S o

g ; CRNGEIED
c 10T 4 o . a
= o
3 g Vg m?e
= - v
s o 300 K Experimental 977 K Experi | v, %o

102 — 300 K Simulation o ° xper!mental v, o9

-- Rigid side-chains un v 320 K Experimental v
o — 300 K Simulation A\
o 0.10 - -- Rigid sidechains
o [ v 9
10-3 | | I o | | v
10° 102 10t 10° 10t 0 1000 2000 3000

Fig. 6. A gauche

energy transfer [meV]

g [nm?]
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et simulation. La ligne droite montre le spectre simulé total et la ligne pointillée la contribution des
mouvements du type corps rigide des chaines latérales. Plus de détails sont donnés dans le texte.
A droite : La méme comparaison pour 'EISF.

pour les atomes C,, peut étre expliqué par la distribution de ces atomes dans la protéine. Au
contraire aux atomes C,, les atomes d’hydrogene sont distribués sur toute la protéine. Une
fraction non-négligeable est située dans les extrémités des chaines latérales et participe ainsi a
des mouvements de rotation qui ne peuvent pas étre décrits par 'approximation gaussienne.

3.5 EISF

Si les mouvements d’un systeme moléculaire sont limités dans 1'espace, tous les cumulants
dans (3.22) restent bornés dans la limite ¢ — oo et la fonction intermédiaire de diffusion
incohérente tend vers une valeur non nulle,

EISF(q) = lim Zinc(q, 1) (3.29)

Cette quantité est le facteur de structure incohérent élastique (EISF = elastic incoherent struc-
ture factor). Avec la définition

le facteur de structure dynamique peut étre écrit sous la forme
| Sine(a,w) = BISF(@)(w) + Sho(a,w) | (331)

ou §,.(q,w) est la transformée de Fourier de 7/, .(q,t). Ceci montre que 'EISF pondere la
contribution élastique du facteur de structure dynamlque, ce que lui donne son nom. Comme
les positions R (t) et Ry (0) dans lexpression (3.17) deviennent non-corrélées pour ¢ — oo,
I’EISF est donné par la moyenne statique

EISF(q (3.32)

Zbam exp(iq - Ra))[*.
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Fig. 7. A gauche : Approximation gaussienne pour la fonction intermédiaire de diffusion des atomes
d’hydrogene dans le lysozyme. A droite : Idem pour les atomes C, du squelette.

Dans 'approximation gaussienne 'EISF prend une forme particulierement simple. Partant
de Pexpression (3.27) il suit de la définition de I'EISF que

EISF( - liglo AT Zba inc eXp q2pa,1(t))'

Avec la définition
R,y(t) =ng - R(?) (3.33)

le DCM pour 'atome « peut étre écrit sous la forme
pai(t) = 2(R7) — 2(Re(t)Ry(0)).

Ici on utilise que (RZ(t)) = (R2(0)) = (R2) dans Iéquilibre. Dans la limite ¢ — oo la fonction
de corrélation (Ry(t)Rq(0)) te nd vers zéro et on obtient

Jim o1 (t) = 2(R2). (3.34)
Par conséquent I’EISF prend la forme

EISF(q Z b2 ineexp (—*(R2)) . (3.35)

Pour un systéme isotrope on peut également écrire

2
EISF(q Z b2, ime €XD (—% (R§>) (3.36)

3.6 Limite classique

Jusqu’a présent nous avons tacitement supposé que toutes les fonctions de corrélation
peuvent étre calculées suivant les lois de la mécanique classique. Cette approximation n’est
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pas toujours justifiée. A priori toute grandeur spectroscopique est formellement obtenue par
une fonction de corrélation quantique [14,21]. L’intégration sur le point initial I'(¢p) dans la
moyenne (3.4) est remplacé par une somme (ou intégrale) sur les états quantiques initiales,
qui sont pondérés par un facteur de Boltzmann o exp(—F, /kpT). Ici n numérote les états
quantiques et FE, est ’énergie qui correspond a ’état no. n. Il suit de ce calcul que

1
kT’
ot h = h/2m et h est la constante de Planck 2. Une conséquence de l'identité (3.37) est

la “relation du bilan détaillé” qui est fondamentale pour l'interprétation des expériences de
diffusion de neutrons [21, 32]

(A@)B(0)) = (B(—=t +iBh)A(0)),  f:= (3.37)

| S(q,w) = exp(Bhw)S(—q, —w) | (3.38)

Le remplacement des fonctions de corrélations quantiques par les analogues classiques revient
a poser

h— 0 (3.39)

Comme il a été exposé dans [37], cette limite implique la négligence de tout effet quantique
dans le systeme étudié et également la négligence de sa perturbation par la collision avec le
neutron. Ce dernier effet, qui n’est pas d’origine quantique, peut étre négligé si

h? q2

2M

ou M est la masse (effective) de 'atome diffuseur. On note que g = |po — p| est le module du
transfert de quantité du mouvement du neutron au systeme pendant le processus de diffusion.
On suppose maintenant que la condition (3.40) est vérifiée et on discute la validité de
I’approximation classique pour le systeme étudié. L’oscillateur harmonique est un bon modele
qui permet de discuter cette question dans un cas simple. D’apres les lois de la mécanique
quantique I’énergie d’un oscillateur harmonique, dont le potentiel en une dimension est donné
par U(z) = $Ka? (K > 0), peut prendre les valeurs E, = (n + $)hwy, olt la pulsation wy
est donnée par wy = \/K/M, M est la masse de l'oscillateur. En revanche, dans le systéme
classique correspondant 1’énergie peut prendre toute valeur E > 0. L’approximation classique

est valable si les énergies E,, constituent un quasi-continuum a 1’échelle de 1’énergie thermique,

)

Afin d’estimer la validité de I'approximation classique pour la simulation MD d’un systeme
moléculaire quelconque on peut approcher le potentiel par une fonction quadratique. Pour le
potentiel Lennard-Jones on trouve par exemple

< kg™, (3.40)

2
o112 016 18- 22/3¢(r — 7
Upy(r) = 4e (H - H ) ~—et g 0) : (3.42)
r r o
ot 7o = 265 est la distance pour laquelle le potentiel prend sa valeur minimale, U, 7 nin = —€.
A part une constante, approximation a donc la forme U(x) = %Kﬁ, oux =1 —r, et on

peut en déduire une constante de force K. La pulsation correspondante devient

18 - 22/3¢

wo =
po? 7

2h =6.62610"34 Js
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Fig. 8. Contribution cumulative de g,v(w) & la fluctuation moyenne des atomes dans une molécule de

lysozyme en solution. L’insert montre la DOS.

ou p = M /2 est la masse réduite d'un atomes dans une interaction entre deux atome identiques
de masse M. Pour le cas concret de I’argon liquide on trouve pour une température de T' =
94.4 K que hwo = 2.15-1072 kT, si 'on utilise les parametres € et o de la simulation historique
de Rahman [38]. Ceci montre bien que 'approximation classique est valable pour la simulation
MD d’un liquide simple. Dans une protéine la situation n’est pas tout a fait la méme, car il y
a des “interactions liées” qui décrivent entre autres les vibrations de liaisons a haute fréquence
pour lesquelles la condition (3.41) n’est pas vérifiée. On trouve au contraire hwg > kpT. En
utilisant wy = 271, oll vy est la fréquence de la vibration de loscillateur, la condition (3.41)

devient & température ambiante
vy L 6THz

La figure 3 montre que la description classique de g,,(w) n’est justifiée que pour une petite
fraction des fréquences du spectre des mouvements d’une protéine. Ceci ne peut pour autant
pas dire que les simulations MD des protéines sont inutiles, car ce sont des mouvements de
basse fréquence qui contribuent le plus aux mouvements. Ce point est illustré par la figure 8
qui montre la contribution cumulative de g,,(w) & la fluctuation moyenne des atomes dans une
molécule de lysozyme en solution. On note que

W) = (R() - ROP) = 2((R?) - (R(1) - R(0) ).

pour une particule dans un systéme dans 1’équilibre thermodynamique. Comme lim;_, o (R(%) -
R(0)) = 0 on obtient

lim W(t) = 2(R?) (3.43)

t—o0
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pour un mouvement confiné dans I’espace. Partant de cette relation on trouve avec (3.13)

(R2)(w,) = lim 2 /0 Y Lt ) (3.44)

t—oo T w?

ol w, définit une borne supérieure pour 'intégration sur les fréquences. On obtient donc la
contribution de toutes les fréquences (pulsations) w < w. a la fluctuation (R?). La figure 8
illustre bien que seules les basses fréquences, qui sont bien décrites par la dynamique classique,
contribuent aux mouvements essentiels d’une protéine. On ne peut pourtant pas conclure que
tous les mouvements de haute fréquence peuvent étre “figés”, car les termes correspondants
du potentiel contribuent a la flexibilité de la protéine, qui est de son tour essentiel pour les
mouvements de basse fréquence et grande amplitude [31].

4 RELAXATION MULTI-ECHELLES DANS UNE PROTEINE

La dynamique interne des protéines est caractérisée par une multitude d’échelles de temps
caractéristiques tres différentes, qui vont de la femtoseconde a la seconde. Quant aux phénomenes
de relaxation, on ne peut pas associer une échelle de temps caractéristique a la décroissance
d’une fonction de corrélation, comme la FACV ou la fonction intermédiaire de diffusion. De-
puis longtemps ce phénomene est observé dans la spectroscopie de relaxation des matériaux
diélectriques et dans la spectroscopie de relaxation RMN [39-41]. Plusieurs modeles empi-
riques ont été développés afin de tenir compte du comportement non-exponentiel des fonctions
de corrélation mesurées. Dans certains cas différents modeles apparaissent comme cas spéciaux
d’un modele pilote [42]. Bien connue est “I’exponentielle étirée”

vppt) =exp (— /7)), 0<B<1, (4.1)
qui a été proposé par Willams and Watt [40] et qui a été également utilisée pour 'analyse
des spectres provenant de la spectroscopie de neutrons [43]. En 1995 Glockle et Nonnenmacher
ont proposé le modele de la dynamique brownienne fractionnaire afin de décrire la cinétique
de la liaison de loxygene & la myoglobine [44]. Une autre variante — le processus de Ornstein-
Uhlenbeck fractionnaire — a été utilisée par Xie et ses collaborateurs afin de modéliser les
spectres de fluorescence provenant d’une seule protéine [3] et le transfert d’électrons dans une
seule protéine [2]. On note que la dynamique brownienne fractionnaire est un modele qui a
été développé par B. Mandelbrot et ses collaborateurs [45], et qui a trouvé de nombreuses
applications, notamment en mathématiques des finances.

4.1 Equation de Langevin généralisé — fonction mémoire

Depuis les travaux de Robert Zwanzig sur la théorie de la dynamique des liquides on sait que
toute variable dynamique u(t) = u(p(t), z(t)) dans lespace de phases (p,x) peut étre décrite
par une équation de Langevin généralisée [46]

d

Gut [ dret—nutn) = 11 (42)

Le noyau &(¢) est la fonction mémoire et f(t) a la propriété

w(O)f* (1)) =o. (4.3)
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La relation (4.3) permet de dériver une équation du mouvement pour ¢y, (t) = (u(t)u(0)) :

4
dt Cuu

(t) = /0 dr &(t — 7) ey (T) (4.4)

L’équation (4.4) apparait comme une généralisation de 1’équation différentielle pour une expo-
nentielle. Si ’on pose

f(t) = ’76@)) (45)

o §(t) est la distribution de Dirac, ’équation (4.4) prend la forme d’une équation différentielle
simple,

d

pn Cun(t) = —yCuu(t). (4.6)
On voit facilement que la solution est une exponentielle, ¢y, (t) = ¢y, (0) exp(—yt). La forme (4.5)
de la fonction mémoire signifie qu’on regarde une dynamique sans mémoire, ce qui définit le
régime de la dynamique brownienne [14,47].

4.2 Dynamique brownienne fractionnaire

Dans le cadre de la dynamique brownienne fractionnaire (DBF) ’évolution d’une fonction
de corrélation est décrite par une généralisation de I’exponentielle étirée

Yopr(t) = Bs(—[t/7)°), 0<p<1 (4.7)

ou Eg(z) est la fonction de Mittag-Leffler [48],

oo k
z
E = E —_—. 4.8
Ici I'(2) est la fonction de Gamma [48,49] et ¢ppr(0) = 1. La fonction mémoire a la forme [50]
B—1 [t\°?
t) = - t>0, 0 1 4.9
gDBF() F(ﬂ)TQ - ’ > U, <B< ( )

Il est important de noter que le point ¢ = 0 est exclu ci-dessus. Une particularité de cette
fonction mémoire est que son intégrale est nulle, bien qu’elle devienne singuliere en t — 0,

/ " dtenpr(t) = 0. (4.10)
0

Ceci signifie que £(t) est effectivement une distribution au sens mathématique.
On note finalement que le spectre de Fourier de ¢ppr(t) a la forme [50]

B 27 sin(B7/2)
w7 (JwT|P + 2 cos(Br/2) + |wT|7B)’

Sppr(w) 0<p<1 (4.11)

Dans la limite 5 — 1 on s’approche d’une lorentzienne qui est la transformée de Fourier d'une
exponentielle “normale” :
2T

= m. (4.12)

Spp(w) = [1311111 Sper(w)

Ici I'indice DB indique “dynamique brownienne”.
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L’insert montre la fonction mémoire correspondante et le fit par le modele DBF. A droite : Pdles du
modele AR.

4.3 Approche numérique

Dans la suite on verra comment la dynamique interne d’une protéine peut étre analysée par
une combinaison de simulation moléculaire et traitement numérique du signal qui permet no-
tamment d’extraire la fonction mémoire [51]. Les méthodes décrites dans la suite sont intégrées
dans le code nMoldyn [18].

On consideére une quantité dynamique discrete u(j) = u(jAt) quelconque et on fait I'hy-
pothese que I’équation du mouvement pour la variable dynamique u(j) a la forme

P

u(j) =Y aPu(i —n) +ep(j) (4.13)

n=1

Il s’agit d’une équation du mouvement stochastique qui décrit la dynamique de la variable u(t)
en question par un modele autorégressif (AR) de l'ordre P. La fonction ep(j) est un bruit
blanc avec (ep(j)) = 0 et (¢%(j)) = 0%. Comme (ep(j)u(j — k)) =0 pour k > 0 il suit que

Wk = n)at?) = cuu(k), (4.14)

“M"U

ol on suppose que u(j) est un processus stochastique stationnaire. Les eqs. (4.14) constituent

un systeme de P équations linéaires pour les P coefficients a( ), . agpp). L’amplitude de ep(j)
est donnée par
P
0% = cuu(0 Z P) ey (n (4.15)

On note que (4.13) et (4.14) correspondent, respectivement, & I’équation de Langevin généralisée
(4.2) et I'équation de la fonction mémoire (4.4).
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Les zéros z1,...,zp du polyndéme caractéristique
P
p(z) =27 — Z a,(CP)zP_k (4.16)
k=1

jouent un role central pour le modele AR, car ils permettent d’exprimer d’une fagon simple
la fonction d’autocorrélation ¢, (n) et son spectre Sy, (w). Ici on note uniquement les résulats
essentiels. Tous les détails sont donnés dans la référence [51].

1. Dans le cadre du modele AR ¢, (n) a une forme multiezponentielle

I
Cun(n) = Zﬁkz,'c"‘ (4.17)
k=1

ou {zx} sont les zéros du polynéme (4.16) et les coefficients [ sont déterminés par les
{z1} et par op,

P—1_2
1 —z, 0p

P) 1P iz —.
ag? ) Hj:l,j;ék(zk —2zj) [I=1 (2 — 7 h
Un modele AR stable est caractérisé par |z < 1, & = 1,...,P. Afin de garantir

cette stabilité on peut utiliser I'algorithme de Burg [22,52,53] au lieu de résoudre les
équations (4.14). Il convient d’écrire les pdles sous la forme

B = (4.18)

2, = exp(—[iwk + N At), (4.19)

ou 1 > 0. Le modele AR d’ordre P donne donc P fréquences, wg, et P constantes
de relaxation, n. Comme les fonctions de corrélation en question sont réelles, il existe a
chaque pole complex un pole conjugé complexe. Toute paire de poles conjugués complexes
{#k, 23} donne alors une contribution

z,lc"‘ + z;;ln‘ = 2 exp(—nk|n|At) cos(wrnAt) (4.20)

a la fonction de corrélation en question, et cette contribution est pondérée par le coeffi-
cient (3, donné ci-dessus.

2. Le spectre Sy, (w) a une forme rationnelle en expliwAt] (all-pole form)

2

g
Sou(w) = N (4.21)
(1 ~ Y aip)e*i’wm) (1 -0, al(P)eilwAt)

3. L’équation de la fonction mémoire discrétisée

Cun(n+1) — cyu
At

() _ _ i AtE(n — k)eu (k). (4.22)
k=0

peut étre résolue par rapport & £(n) en utilisant le modele AR pour ¢, (n). Ici la trans-
formée en z joue le méme role que la transformation de Laplace pour les fonctions conti-
nues. Avec la définition

Faz) =3 f(m)" (4.23)
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pour la transformation en z unilatérale d’une fonction discrete f(n) quelconque on trouve
que
z

L(2) = Aiﬁ (erlz), (4.24)

avec (0) = 1. Or, Cyy,>(2) peut étre obtenue dans le cadre du modele autorégressif :

[1]

z

P
Cuu,>(z) = Zﬂj > |Z| > |Zj|maz- (425)
j=1

Z—Z5

Insertion de cette expression dans (4.24) permet d’obtenir £(n) par division polynomiale,
en utilisant la définition (4.23) pour la transformée en z unilatérale [51].

4.4 Dynamique du lysozyme

On considere maintenant une application de la méthode précédement décrite afin de cal-
culer le facteur de structure cohérent et la fonction mémoire associé. Dans ce cas la variable
dynamique est

u(t) = iv: ba,coh €XP (iq.Ra (t)) — <i ba,coh €XP (iq.Ra(t)) > . (4.26)

J=1

Apart une constante, qui joue le role de 'EISF pour la diffusion cohérente, ¢, (t) est la fonction
intermédiaire de diffusion cohérente. Elle est 1’équivalent de la fonction Z7,.(q,t) (voir 1'éq.
(3.30)) pour la diffusion cohérente. On a donc la correspondance

Izlzoh,AR(qa t) = cuul(t), Szlzoh,AR(qv w) = Syu(w). (4.27)

La figure 9 (partie gauche) montre Sy, (q,w) pour ¢ = 10nm !, la fonction mémoire associée
(insert) et la localisation des pdles zj dans le plan complexe (partie droite). On voit que tous
les poles sont situés a lintérieur du cercle trigonométrique, |z| = 1, ce qui montre que le
modele auto-régressif ajusté est stable. Les lignes pointillées représentent un fit simultanée de
la fonction mémoire et du spectre du modele DBF aux fonctions correspondantes simulées.
Non seulement le spectre, mais également la fonction mémoire sont bien représentés par le
modele DBF. On remarque dans ce contexte que 'exponentielle étirée ne fait pas partie des
modeles auxquels on peut associer une fonction mémoire [50]. Elle ne vérifie pas la relation (4.4)
qui représente une condition nécessaire pour la validité d’un modele pour une fonction de
corrélation. L’accord entre la fonction mémoire simulée et celle d’'un modeéle analytique donne
un support supplémentaire pour la validité du modele. Il montre aussi comment la simulation
moléculaire peut contribuer au développement de modeles analytiques qui refletent ’essentiel
de la dynamique d’une protéine.
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Fig. 10. Une gaussienne normalisée pour deux largeurs différentes.

APPENDIX

A DISTRIBUTION DE DIRAC

La distribution de Dirac est une distribution au sens mathématique. Elle est définie par les
propriétés

+oo
/ ded(z) = 1, (A1)

— 00

400
[ ans-os@ = 1w, (A2)
— 00

o(x) = o(—x). (A.3)
On suppose que f(x) est une fonction continue. La distribution de Dirac peut étre représentée
par une gaussienne normalisée dont la largeur tend vers zéro :

S(a) = limg — - (A4)
= 11m - . .
t c—0 /2110 oxXp 202
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